Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


CHƯƠNG IV: GIỚI HẠN 
CHỦ ĐÊ 1 : GIỚI HẠN CỦA DÃY số 
Dạng 1: TÌm giới hạn của dãy sô 

I. Dãy sô có giới hạn hữu hạn 

1. Định nghĩa: Ta nói dãy số (Un) có giới hạn là L hay (Un) dần tới L khi n 
dần tới vô cực (n —» + 00 ), nếu lim {u n - L) = 0. Kí hiệu: 

Hm [u n ) = L hay u n —» L khi n — > + 00 . 

• Chú ý: lim (u n ) = lim(w n ). 

2. Một số định lý: 

• Định lí 1: Giả sử lim u n = L, khi đó: 

v' ỉimịu n \ = \L\,limịỊĩ{-= 1 /l 

■S Nếu > 0, Vn => z > 0 và = vz 

• Định lí 2: Giả sử limw n =z,limv n =M,c = const 

s lim (u n +v n ) = L+M 
■S lim (u n -v n ) = L-M 
s lim(w ;i .v n ) = L.M , \\mc.u n = C.L 

S lim— = -^7 (M + 0) 
v n M 

• Định lí 3: Cho 3 dãy số (u n ),(v n ),( w „) ■ Nếu u n <v„ <w n ,\/n và 
lim U' É = lim w n =L=> lim v n = L 

• Định lí 4: Dãy số tăng và bị chặn trên thì có giới hạn. Dãy số giảm 
và bị chặn dưới thì có giới hạn. 

3. Tổng của cấp số nhăn lùi vô hạn: 


s = Ui + Uiq + Uiq 2 + ... = ~p~ (|ợ|< 


II. DÃY SÔ CÓ GIỚI HẠN VÔ cực 


1. Dãy số có giới hạn +oo ĩ lim u n = +00 <íí> mọi số hạng của dãy số đều 
lớn hơn một số dương tùy ỹ cho trước kể từ số hạng nào đó trở đi. 

2. Dãy số có giới hạn -<x>: lim u n =- 00 <^> mọi số hạng của dãy số đều 
nhỏ hơn một số âm tùy ỹ cho trước kể từ số hạng nào đó trở đi. 
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Trang số 1 



Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 

Chú ỹ: \ivau n = +oo —> lim(—tt n ) = — cso 

3. Một vài qui tắc tìm giới hạn vô cực: 

o Qui tắc 1: 
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Loại 1: Giới hạn cua dãy số hữu tỉ 

Phương pháp: Xem xét bậc cao nhất của tư và mẫu. Sau đó, chia tử và 
mẫu cho bậc cao nhất của tử và mẫu. Hoặc cũng có thể đặt nhân tử cao 
nhất của từ và mẫu để được những giới hạn cơ bản. Tính giới hạn này. 


Bải tập mẫu 1: Tính các giới hạn sau: 

5iì 3n 2 +6 


b. lim 


An -3n +ln 
6n 4 +2n 2 -1 


1 + 5« -3n 

An + 2017 

a rrr-T — 

V4n +1 +n 


d. lim 


2n -n+3 
3n 2 +2n + ì 

-2n 2 +3«-l 


n 2 -l 


. .. \ln 2 +1 +4n 

f. lim- —— - 

3n-2 


Hướng dẫn giải 


a. Ta có biến đổi: 

,. 5« 3 -3« 2 +6 

lim- 


An -3n +7n 


3 1 

( 3 6 3 

n \ 

5_ -+ 3 


l n n 3 J 

3 1 

r A , 7 ^ 

n \ 

—-3 + -V 

\ 

v« n ) 


VÌ khi n -+ +00 thì 


b. Ta có biến đổi: 


4 - 3+4 3 


l + 5« 2 -3« 4 


n'\ 

r 6+ 4 _ n 


l n 2 n') 


[V4-3Ì 


1» » J 


=-2 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


VÌ khi n —» +00 thì 


lim-- = 0 


lim—^ = 0 


c. Ta có biến đổi: 

,. 2 n 2 - n + 3 ,. 2 n 2 - n + 3 

lim ————-lim —-— -= 

3 ỉĩ 4- 2ĩí 4-1 3ỉĩ 4- 4-1 

_ 1 „ 


M4Í M4Í 


vì khi « +00 thì 


d. Ta có biến đổi: 


lim-- = 0 


VÌ khi -> + 00 thì \ n 


e. Ta có biến đổi: 


4Ã n 2 +1 4 


2017 

4n + 2017 ,, 4« + 2017 ,, 4+ n 

p3 . . gỂ§ = lini; ' I-= -= liiặ g ,- = - 

r( 4 4) + " TV + " hs +l 


Nguyễn Quốc Tuấn (Tổng biên tập của Xuctu.com)-090.567.1232 


Trang số 4 


+- I ro 



Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại sô' và Giải tích 11 


L 2017 
lim — =0 

VỈ khi n -» +00 thì ị n 

Ịlim-^- = 0 

f. Ta có biến đổi: 


lim 


\ln 2 +1 +4n 
3n-2 


\Jn 2 +1+4« 


= lim 


n 

3n-2 



n 


n 


VÌ khi n -» +00 thì 



Bải tập mẫu 2: Tính các giới hạn sau: 


n 

a. lim — 


-3n 2 -2 
n 3 -2 


c. lim 


2n 4 +n 2 -3 
3n 3 - 2n 2 +1 


b) lim 


8 n 4 -3 n 2 +2n + 1 
3 + 4n-2n 2 


d. lim 


-3n 4 + 2n + 5 
2n 3 +4 


Hướng dẫn giải 

a. Ta có biến đổi: 



b) Ta có biến đổi: 


1 + 4 _ 5 
3 - 3 


Nguyễn Quốc Tuấn (Tổng biên tập của Xuctu.com)-090.567.1232 


Trang số 5 















Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


.. 8« -3 n + 2n + 1 

lim—-—————— 

3 + 4n-2n 2 


= lim- 


8 n 3 n + 2« + 1 
n 4 n 4 n 4 n 


3 4« 2 n 

~2~^~2 ~2 

n n n 


= lim n 


3.2.0 

~ZĨ + ZJ + Ì,‘ 

n n n 


3 . 4 


Do lim n 2 = +CO và lim 


c. Ta có biến đổi: 


3,2,1 

- 0 + , + 4 

n n n 


l rOn" 


= lim 


2 n + n — 3 


2n +n -3 


3n 3 -2n 2 + ì 3n 3 -2n 2 +1 


" 4 Í 2+ 4-4ì "í 2 

• V— ” n Ậ = lim-B 


lim n = +00 

1 3 


2 + 4-4 

V n n J 


= ị>0 

3 


z 2 +f 


n\ 

Í2+V4Ì 

_ 

II 

ì 


Í3-- + +Ì 


l " JI 3 J 


d. Ta có biến đổi: 


2n 3 +4 


n ÍO) 


Do lim « = +00 và lim 


-2.5 

_3 + TI + “4 

n n 


-3 + 0 + 0 3 ^ 

= ———— = -^<0 
2 + 0 2 
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Bải tập mẫu 3: Tính các giới hạn sau: 


a. lim— 


2n-\ 

+ 2n + 4 


b. lim- 


a. Ta có biến đổi: 


Hướng dẫn giải 


n 2 2n , 4 

~ 2 + ~ 2 + ~2 
n n n 


VÌ khi n -» +00 thì 


b. Ta có biến đổi: 


,24 

1+ „ 3" 

n n 


n ^ =lim irL lim iyL± 

3n 3 +1 3n 3 ỉ , 1 3 

—Ị- + 4r 3 + —r 


Do : VÌ khi n -> +00 thì 


lim ^ 5 - = 0 
n 

l im -^- = 0 
lim^- = 0 


Trích dẩn: Qua 3 bài toán ở trên dạng dãy sô dạng hữu tỉ ta rút ra nhận 
xét như sau. 


+ Nêu bậc của tử lớn hơn bậc của mẫu thì giới hạn đó bẩng ±00 

+ Nêu bậc của tử bẩng bậc của mẫu thì giới hạn đó bẩng hệ số bậc cao 
nhất của tử trên hệ số bậc cao nhất của mẫu 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


+ Nêu bậc của tử bé hơn bậc của mẫu thì giới hạn đó bầng 0. 

Điều này rất cần thiết cho tất cả chúng ta giải bài toán giới hạn dạng hữu 
tỉ khi giải trắc nghiệm. Bởi vì một giới hạn hữu tỉ khi nhìn vào ta hoàn 
toàn có thể biểt được kết quả ngay lập tức. Thật vậy những bài toán sau 
các em hoàn toàn biết được kểt quả một cách nhanh chóng và chính xác. 

Thật vậy, sử dụng nhận xét đó ta thực hiện nhanh các bài tập trắc 
nghiệm sau: 


Bài tập trắc nghiêm tự luyện 

Bải tập 1: Giới hạn lim — +1 


2 b. 0 c. +00 d. 3 

a. — 

3 

Đáp án: c 

VÌ bậc cao nhất của tử là bậc 3 có hệ số dương và bậc cao nhất của mẫu 
là bậc 1 nên giới hạn này bầng +00 

_ ,. , —n 3 +w 2 —3» + l, J 

Bài tập 2: Giới hạn lim -———-băng: 

a. -00 1 c. +00 d. 0 

b. —— 

4 

Đáp án: A 

VÌ bậc cao nhất của tử là bậc 3 co hệ số âm và bậc cao nhất của mẫu là 
bậc 1 nên giới hạn này bầng -00 

Bài tập 3: Giới hạn lim — +n + 1 bẩng: 

2n +1 

3 ,1 c. +00 d. 0 

a. — b. —- 

2 4 

Đáp án: D 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


VÌ bậc cao nhất của tử là bậc hai và bậc cao nhất của mẫu là bậc ba. 
Nên giới hạn này có giới hạn bầng 0. 

Bải tập 4 : Giới hạn lim + + 1 bắng: 

2n — n + 3 

3 ,3 c. 0 d. +00 

a. — b. - — 

2 2 


Bâc cao nhất cuả tử là bâc hai có hê số bằng -3 và bâẹ cao nhất cuả mẫu cũng là bâc 

i 3 

hai có hê .số bang 2 . Nên giới han này bang 


Bải tập 5 : Giới hạn lim n _ 3 n 5 bắng: 


2 _ n 4 ị ] 

I— L-4Ì nịl 

-ị-ị) 

n 2 -5 ^ 

7 - -— = lim—— 

ý n 2 - lim ^ 

n n ) 


Vì lim n = + 00 . và lim 


4-4 

n 2 n 4 J_l 
o 7 2 


. _ 2 ĩĩ — n + 3 

Bải tập 6 : Giới hạn lim ——— - băng: 

3n 2 +2n + l 

2 b. 3 1 


Đáp án: A 
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Bâẹ cao nhất cuả tử là bâẹ hai có hê .số bằng 2 và bâẹ cao nhất cuả mâu cung là bâẹ 

. . , 2 

hai có hê .só bang 3 . Nên giới han nảy bang — 


Bải tập 7 : Giới hạn lim 
a. -00 b. 0 


2n + l 

n 3 + 4 n 2 + 3 


bãng: 
c. 2 


d. 


1 . 

3 


Đáp án: B 

Bâc cao nhất cuả tử là bâẹ 1 và bâc cao nhất cuả mẫu là bâc ba có hê số bằng 3 . 
Nên giới han này bằng 0. 


_ „ ÌZ _3n 3 +2n 2 +n 

Bải tập 8 : Giới hạn lim--— : - băng: 


n 3 + 4 


bi 

3 


Đáp án: D 


d. 3 


Bậc cao nhất của tử là bậc ba có hê số bầng 3 và bậc cao nhất của mẫu cũng là bậc 
ba có hệ số bẩng 3 . Nên giới hạn này bẩng 3. 


Bải tập 9 : Giới hạn lim-----bắng: 

(n + 1)(2 + n)(n 2 + 1) 

a. 4 1 c. 1 d. +00 

b. — 

2 


Đáp án: c 

Bậc cao nhất của tử là bậc bốn co hê số bẩng 1 và bậc cao nhắt của mẫu cũng là bậc 
bốn có hê số bẩng 1 . Nên giới hạn này bắng 1. 

Bải tập 10 : Giới hạn lim — n — — bẩng: 

2 n +n +1 
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1 b. 0 c. -00 d. 1 

a.— 

2 


Đáp án: B 


Bậc cao nhất cua tử là bậc hai và bậc cao nhất cua mẫu là bậc 4 nên giới hạn này 
bắng 0 

Bải tập 11 : Giới hạn lim —— bắng: 


3 n 3 -2 n 2 +1 


b.í 

3 


1 

c. 

2 


VÌ bậc cao nhất của tử là bậc 4 và bậc cao nhất của mẫu là bậc 3 nên giới hạn 
này bẩng +00 


, .. \j4n +l+2n-l.j 

Bải tập 12 : Giới hạn lim , - = -băng: 


Vn 2 + 4n + l+n 
b. 4 c. +00 


Đáp án: A 


Sau khi biến đổi ta có bậc cao nhất của tử là bậc nhất có tổng các hệ số bẩng 
4 và bậc cao nhất của mẫu là bậc nhất có tổng các hệ số bẩng 2. Nên giới hạn 
này bẩng 2. 

Thật vậy ta cần chứng minh : 


^ \l4n 2 +1 + 2n-l _ 
yln 2 +4n + l + n 


1 

4 n 2 ỉ 2n í 

, J 

2 + 2 + „-„ 
n n n n 

\ 

ịn 2 4n 1 n 

\j + ỉ + j + n 


,1 

4 + ^+2-- 

lim — 

n 2 n 

\ 

Ỉ1+-+4+1 

ỉ n n 


= 1=2 

2 


yln 2 +3+n-4. 

Bải tập 13 : Giới hạn lim— , - bang: 

yjn 2 + 2+n 

a. 0 b. 1 c. 2 

Đáp án: B 


Thực hiên tương tự câu trên 

2 , 3 /, 


Bải tập 14 : Giới hạn lim n . + _]_ +n bắng: 


v « 4 +1 +n 2 
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b. 1 


c. 2 


d. 4 


Đáp án: B 


Thực hiên tương tự câu trên 


Bải tập 15 : Giới hạn lim 
a. +00 3 

b. — 


2 


( 2 nyfn + l)(Vn + 3 ) 
0 + 1 ) 0 + 2 ) 


bắng: 


c. 


2 

3 


d. 2 


Đáp án: D 


Ta có biến đổi: 

1: _ _( 2 nVn + l)(Vn+ 3 ) ,, 2 n 2 +lnjn +3 
0 + l )0 + 2 ) n + 3 n + 2 

Do đó: Bậc cao nhất của tử là bậc hai hệ số bầng 2. Bậc cao nhất 
bậc hai hệ số bẩng 1. Nên giới hạn này bẩng 2. 

.. ,, , _v « 2 - 4 n + ^ 4 n 2 +1 J_ 

Bài tập 16 : Giới hạn lim- . - băng: 

v 3 n 2 +1 +n 

3 , 1 1 ,4 

a. g b. r- c. d. —f= 

V 3+1 V 3+1 v 3 v 3 

Đáp án: A 


Thực hiện tương tự như những bài trên. 


Bải tập 17 : Giới hạn lim 


\ln 2 +2 

V4« 2 -2 


bầng: 


a. 1 


b.Ị 

4 


c. 


Ị_ 

2 


d. 


-1 


Đáp án: c 

Thực hiện tương tự như những bài trên. 


Bải tập 18 : Giới hạn lim 


-\Ạo 3 +1 

2n-5 


bẩng: 


ỉa mẫu là 
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a. 4 b. +00 1 d. 1 

c. —7 
5 

Đáp án: D 

Thật vậy, bậc cao nhất của tử là bậc nhất hệ số bầng y/s = 2 và bậc cao 
nhất của mẫu là bậc nhất hệ sô bẩng 2. Do đó, giới hạn này có giới hạn 
bẩng 1 . 

Bài tâp 19: Giới han lim + — bẩng: 

3n 4- 2 

4 , 1 c. +00 d. 4 

a. — b. — 

3 3 

Đáp án: c 

Bậc lớn nhất của tử là 2 hệ số bầng yÍ4 = 2 , bậc lớn nhất của mẫu là bậc 
nhất nên giới hạn này có giới hạn bắng +00 

Bải tập 20 : Giới hạn lim ~ 3n Jl 2n ~ 3n + 1 - bầng: 

yjỉí 4 + n 2 +1 

a. -3 b. -00 c. 2 d. 1 

Đáp án: B 

Bậc lớn nhất của tử là bậc 4 hệ số bầng -3, bậc của mẫu là bậc 2 nên 
giới hạn này bầng -00 

_ 3n-\ 

Bài tập 21: Giới hạn lim F băng: 

V3h 2 +2n — 2 

a. V3 b. 1 c. 3 d.o 

Đáp án: A 

Thực hiện tương tự như những bài trên 

Bải tập 22 : Giới hạn lỉm ^=±iắ=t bầng: 

V4 n 2 +n — 2 
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Đáp án: D 

Thực hiện tương tự như những bài trên 
Bải tập 23 : Giới hạn lim . 4n + 1 - bẩng: 

\]3n 2 — 2 ĩi “h 1 “h 2 Jí 


4 4 c. 0 

a. — b. -ị =-—- 

3 V3+2 


Đáp án: B 

Thực hiện tương tự như những bài trên 


d. 2 


Bài tập 24: Giới hạn lim ^ n f \ +4/r —— bầng: 

3n —2 

a. +00 R c. +00 1 

b.f - ; 

Đáp án: B 

Thực hiện tương tự như những bài trên 

Bải tập 25 : Giới hạn lỉm , + = ĩ- bầng 
yỊn — yỊn 

a. 1 b. +00 c. -1 



Đáp án: A 


Thực hiện tương tự như những bài trên 

Bài tập 26: Giới hạn lim ^ 8 ” +4 ” 2 bắng: 

5n-\ 
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Trang số 14 



Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


Đáp án: c 

Thực hiện tương tự như những bài trên 

Bài tập 27: Giới hạn lỉm bắng: 

n +1 


Đáp án: D 

Thực hiện tương tự như những bài trên 

Bài tập 28: Giới hạn lim 1+ 2 + 3 + --- + n bắng: 

• 2n 2 +n-ì 


Sử dụng phương pháp quy nạp toán học ta có: 


.. 1+2 + 3 + ... + « 2 ì: nín + l) n +n 

lim——-——-— = lim - - = lim——\ - -— r- = lim — r—— -— 

2n +n-l 2n +n-l 2[2n +n-ì) 4n +2n-2 


Áp dụng các nhận xét ở giới hạn dãy hữu tỉ ta có giới hạn này bầng 
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Trang số 15 



Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại sô' và Giải tích 11 


Loại 2: Giới hạn cua dãy có căn thức. 

Phương pháp : Nêu dãy số có chứa căn thức mà không có dạng hữu tỉ để 
xét bậc, thì ta tiến hành nhân thêm lượng liên hiệp để tính giới hạn. 
Nhưng đổng thời các em củng sử dụng nhận xét ở tính giới hạn hữu tỉ. 

Lưu ý : 

+ Biểu thức nhân lượng liên hiệp bậc hai : (A + B)(A-B) = A 2 -B 2 
+ Biểu thức nhân lượng liên hiệp bậc ba : 

(a+b)(a 2 -ab+b 2 ) = a ĩ +b 3 

(A-B)(A 2 +AB + B 2 ) = A ĩ -B 2 

Sau khi nhân thêm lượng liên hiệp ta cũng có thể sử dụng nhận xét vể 
giới hạn của dãy số hữu tỉ để có thể tinh giới hạn nhanh hơn. 

Bải tập mẫu 1: Tính các giới hạn sau: 

a. lim(v« 2 +2n-n) b. \imịyjn 2 + 2n + 3 -nj 

c. \im(ỳn + 2 - ịfn) d. lỉm . 1 , 

v > V3« + 2-V2« + l 

e. lim(« + ỉ-y/n 2 +2n + 5\ f. +3 n 2 +1 -yln 2 +4«) 


a. Ta có biến đổi: 


Hướng dần giải 



b. Ta có biến đổi: 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


, _ > ịyjn 2 + 2n + 3 -n)ịyjn 2 + 2n + 3 +n\ 

imiyịn 2 +2n + 3 -n\ = lim-- , = -- 

' ' yjn 2 +2n + 3 + n 

n~+2n + 3 — Jĩ 2 2n + 3 

= lim — -= lim — - 

yJn 2 +2n + 3+n \ln 2 +2n + 3+n 


= lim . + 3 — = lim n = —^ = 1 

J L . 2 . 3 , 'ì L , 2 , 3 , n 1 + 1 

”U 1 + í + f2 +1 \ 1+ „ «2 +1 

\ n n ) \ n n 

yjn 2 +2n + 3 +n là biểu thức liên hợp của yjn 2 +2n + 3 - n 


2 + 2 


c. Ta có biến đôi: 


_ (-s/n + 2 - >/«ìf \Ị(n + 2) 2 +yjn + 2.yjn + ịín 2 1 

lim(^ + 2-^n) = lim- - ) 

+ 2) 2 + ịỊn + 2.ịfn + ị'Ịn 2 

(^+I) 3 -(^) 3 n + 2-n 

= lim—- ' --— = lim . —— == ——-— 

-y (n + 2) 2 + ị/n + 2.yfn + yỊn 2 + 2) 2 + ị[n-ị-2.y[n + sn 2 


= lim 


_ 2 _ 

^(n + 2) 2 +yjn + 2.yfn +l[rr 


= 0 


d. Ta có biến đôi: 


1 -\/3?z + 2 + yỈ2n +1 

V3« + 2-V2n + l (V3« + 2-V2« + l)(V3« + 2 + V2« + l) 

.._ yj3n + 2 + \j2n + 1 .._/ r— [— —\ 

lim^- ;r —^-ị— = lim^v3fl + 2 + v2« + 1 j = +00 


3n + 2-2« 
e. Ta có biển đổi: 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


_I (n + 1-yln 2 + 2n + 5\ịn + l + \ln 2 +2n + 5 

limịn + ỉ-yln 2 +2«+ 5 1 = lim-- 1 - - 

' ' n + ỉ + yln 2 + 2n + 5 

ì :^( n + ỉ f~{ n2+2n + 5 ) n 2 -n 2 -2n-5 

= lim-- — ỳ = +- = lim- = 

n + ì + yln 2 +2n + 5 n + ì + \ln 2 + 2n + 5 

-2/1-5 _ . 

= lim- J= -1 

n + \ + \ln 2 +2n + 5 

f. Ta có biển đổi: 

lim ịy/n 3 +3 n 2 +1 - v« 2 +4« j = lim ịịỊn 3 +3 n 2 +1 -n + n-yỊn 2 +4n j 
= limỊỊ-\/« 3 +3« 2 +1 -«j + [n -yjn 2 +4n 
= limỊ-\/ft 3 +3n 2 +1 - nj + ỉimịn -yịn 2 +4 nỊ 

Zj = limỊ-s/n 3 +3« 2 +1 -nj 
Z 2 = lim ịn-yịn 2 +4 hỊ 

Với Li ta sử dụng nhân lượng liên hiệp bậc ba. 

Zj = limỊ-\/ft 3 +3« 2 +7 — 

ịịln 3 +3 n 2 + ỉ-njiịịln 3 +3« 2 +7j + n\ln 3 + 3n 2 +1 +« 2 1 

= lim- ^ —— - - -- 

Ịẳ/« 3 +3n 2 +lj +nyjn 3 +3n 2 +ỉ+n 2 

n 3 +3n 2 +l-rc 3 

= lỉm —— — - 

(^ 3 +3n 2 +l) + «Vn 3 +3« 2 +l + n 2 


ịzjn 3 +3n 2 +lỊ 2 + Wn 3 +3n 2 +l + « 2 
Với Li ta sử dụng nhân lượng liên hiệp bậc hai. 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại sô' và Giải tích 11 


, _. \n-yjn 2 +4n\ịn + \ln 2 +4n 

L 2 = limịn-yln 2 + 4n\ = lim- - \ - 

' ' n + yln 2 + 4n 

n 2 -n 2 -4n -4 n _ 

= lim f--.r lini fệrs = ềệ9 -2 

n + yln 2 + 4n n + yln 2 +4n 
Vậy: limỊ-v/n 3 +3n 2 +ì-\Jn 2 +4«j =Z t +L 2 = 1 +(-2) = -1 


Bài tập mẫu 2: Tính các giới hạn 

sau: 

a) lim(V« 2 +3«+ 2 — H + l) 

b) lỉm - - 1 - 

yỊn + ỉ — yJn+3 

c) lim(V n 2 -|- 3 n — 1 — -\Jn-\- 1) 

d) lim[^ 4 " 2+ ' 1 + 4 “' / "ì 
' 1 2/1 + 1 1 

Hướng dẫn giải 

a ) Ta có biến đổi: 


lim Ụn 2 +3«+2— «+lj = lim- 

yjn 2 + 3« + 2 — (n — l)j + 3ft + 2 + (« - 

\Jn + 3« + 2 + 7Z — 1 

ịyjn 2 + 3/2 + 2Ị — {ỵi — l) 

ĩĩ +3«+ 2 — /2 + 2n — 1 

\ln 2 + 3n + 2 + n — l 

yỊn 2 + 3n + 2 + n — l 

5/1 + 1 _ 5 


yjn 2 +3/Ỉ + 2 + n — 1 2. 


b)Ta có biến đổi: 

lim , =J- —, = lỉm 7 : 

-s/n + 1 + V« + 3 


V^+1 — V^+3 — V7 ? +3jỊV? í +i+\A í +3j 

_>//T+ĩ + -\Zw4-3 .._ \Ịn-ị -1 + V« + 3 

= lim- _ — = lim-— 2 -= — oo 

n+ỉ—n—3 —2 

c) Ta có biến đổi: 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


lim(v« 2 + 3«-l - yỊn + l) = lim 


ị\ln 2 +3n — 1 — y/n+lìUn 2 + 3n — 1 +v« + l) 


v« 2 + 3n — 1 + yỊn + ỉ 
n 2 +3n — 2 


\Ịn 2 + 3n — l + yln + ỉ 
d) Ta có biến đổi: 


\Ịn 2 + 3n — 1 + v« + l 


74« z +« + 4-^ Ì = |im (W+« + 4-^)(V4 n 2 +« + 4 + ^) 
2 ” + l ) [2n + ì)ị\l4n 2 + n + 4 + yfnj 

4n 2 +n + 4 — n 4n 2 +4 

n- -ị — -—r = lim-=-==== -7- = 

(2n + l)íy4n 2 +n + 4 + Vnj (2ra + l)íy4« 2 +« + 4 + Vnj 


Bài tập trắc nghiệm tự luyện 


, __ ,-yln 2 +3n+ỉ-n . 

Bai tập 1 : Giới hạn lim---băng: 

n +1 

a. -1 1 c. +00 d. 0 

b. — 

2 

Đáp án: D 

Ta có biến đổi: 

..yjn 2 +3n + \-n _ .. (v « 2 +3« + l -«Ị(Vn 2 +3n + l +») 

n + l (n + l)Ịv« 2 +3tf + l+flj 

n 2 +3n + l-77 2 3« + l „ 

= lim-- ' =-V = lim ;- —7 / . =-V = 0 

(fl+l)ív« 2 +3«+l + «1 (« + l)ỈV« 2 +3n + l +nì 

VÌ bậc của tử là bậc nhất và bậc lớn nhất của mẫu là bậc hai. Nên giới 
hạn này bầng 0. 

Bai tập 2 : Giới hạn lim —— bắng: 

3n — 2 

a. I b. c. d. ị 

3(V3+2) 3(V3+l) ■ 3 2 
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Trang số 20 



Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 
Đáp án: B 

Ta có biến đổi: 

1; J3n 2 + 2+ 2« - »)( slĩn* + 2« + ») 

3^-2 (3n — 2)i\l3n 2 + 2n +n\ 

— l'm 2n 2 +2n _ 2 

[3n — 2)ịj3n 2 +2 n +n\ 3 (^/ 3 +^ 

Bài tập 3: Giới hạn \\m(^2n 2 +1 — ^2n 2 — 1) bắng: 

a. -1 b. 4 c. +00 d. 0 

Đáp án: D 

Ta có biến đổi: 


Bậc lớn nhất của tử là bậc 0 và bậc lớn nhất của mẫu là bậc nhất. Do đó, 
giới hạn này bầng 0. 

Bai tập 4: Giới hạn lim(V3fl + 2 — yj3n — 2) bầng: 


Ta có biển đổi: 

lim^V3« + 2 — y/3n — 2j = lim 
3n 4- 2 — 3n 4- 2 


c. 0 d. 6 

Đap án: c 

V3fl + 2-V3«-2)(V3« + 2+V3n-2) 
yj3n + 2 +y/3n — 2 


= lim 


3n + 2-3n + 2 4 

- / =- / ' ~ = lim , , = 0 

v3« + 2 + y/3n — 2 -\j3n + 2 + \l3n- 2 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


Bài tập 5: Giới hạn lim«(Vfl + 3 — v« + 2)bắng: 
a. +00 b. 5 


3 

c. — 
2 


Đáp án: A 

Ta có biến đổi: 

, ,_- __ x nUn + 3-yJn + 2)Un + 3+Jn + 2) 

ỉimnỤn + 3 — 7«+ 2) = lim—- -- 


n(n + 3-n-2) 

= lim 7 = =- , = lim- 


■\Jn-\~3 +yjn + 2 ■\jn-\-3-\--\jn-\-2 


yỊn + 3 -\-yjn + 2 
= +oo 


DiJ 1_.. «72«+1 - 7« 3 + « 2 +1 1 _ 

Bải tập 6 : Giới hạn lim- . - băng 

74« 3 +3« 

a. +00 b. 0 1 

C -V2 

Đáp án: D 

Ta có biến đổi: 

,, «72«+1 - yỊrv ’ + n 2 + 1 ,. 72 « 3 +« 2 - 7« 3 + « 2 +1 

lim- . -= lim- . - 

74« 3 +3« 74« 3 +3« 

(72« 3 + n 2 - 7« 3 + « 2 + l)(72« 3 + « 2 + 7« 3 +« 2 + 1 ) 

74« 3 + 3«(72« 3 + n 2 + 7« 3 + « 2 + 1 ) 

-lim 2« 3 +« 2 -« 3 -« 2 -1 -lim « 3 -l 

74« 3 + 3« (72« 3 + « 2 + 7« 3 + « 2 + 1 ) 74« 3 + 3«(72« 3 + « 2 + 7« 3 + n 2 + 1 ) 

Bậc cao nhất của tử là bậc ba có hê sô bắng 1 và bậc cao nhất của mẫu sau khi nhân 
phân phối ta được bậc ba hê số bẩng 2( V 2 + 1 ) . Nên giới hạn này có giới hạn bầng 
1 

2(72 + 1 ) 


2(72 + 1 ) 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 



ịị]n 3 -2n + 4-nẬẶyịn 3 -2n + 4^ +nịfri 3 -2n+4 +n 2 
(n + ‘)í(^ -2n + A\ +n\frf -2n + 4 + « 2 Ì 


lim- 

n 3 -2nA 

\-4-n 3 



M 

r ụjn 3 -2n + 4j 

+ n%Jn 3 ~ 

-2 n 

+ 4 + « 2 j 

lim- 

-2 n 

+ 4 


(»+i)| 

í ^n 3 -2n + 4 ) j 

+ nlI7 

-2 n 

+ 4 + n 2 j 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại sô' và Giải tích 11 


Dạng 3: Dãy sô chứa lũy thừa - MŨ 

Phương pháp: Tương tự như dãy hữu tỉ, ta tiến hành chia tử và mẫu cho mũ với cơ số 
lớn nhất 

Một số cõng thức lưu ý: 



+ = a 

a n 


+ '4ã = a n 


+ r =1 


Giới hạn cua lũy thừa: lim a" = 0 với 0 < a < 1. 


Bải tập mẫu 1 : Tính các giới hạn sau: 


.. 2" +5" 

a. lỉm _—- 

2.3"+3.5' 





0 >/9"+ĩ 

e. lim———— 
3" -1 


Hướng dẫn giải 


a. Ta có biến đổi: Chia tử và mẫu cho 5" ta được 




b. Ta có biến đổi: 



Ta có biến đổi: Chia tử và mẫu cho 3" ta được 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


lim 



3-2. 


= lim 


5-2. 


(II 


3 

5 


VÌ 0<^-<l nên limí^- ] =0 

3 


c. Ta có biến đổi: 

3" +1 + 2" +1 + 5" 


lim- 


5.5" +3.2" -3" +1 5.5" +3.2" -3”.3 

Chia tử và mẫu cho 5" ta được: 


5.5"+3.2"-3.3" 


lim 




Ị_ 

5 



[o<-<1 

Ị lim 

ífì 

VÌ 1 

5 




0< —<1 nên ta cổ 

Ị lỉm 

Ịĩ\ 


L 5 


UJ 


d. Ta có biến đổi: chia tử và mẫu cho 10" ta được 



e. Chia tử và mẫu cho 3" ta được: 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 



Lưu ý: Khi chia cho 3" vào trong căn bậc hai nghía là chia cho 9 n 

Trích dẫn: cũng tương tự giới hạn của dãy số hữu tỉ. Ta cũng hoàn toàn có thể tự 
nhẩm được kết quả của giới hạn dãy số dạng này. Bầng cách quan sát hê số của 
những số mũ với cơ số lớn nhắt ở tử và mẫu. Từ đó ta hoàn toàn có thể tính nhanh để 
thực hiên những bài toán giới hạn dưới dạng trắc nghiệm. 


Bài tập trắc nghiệm tự luyện 


Bai tập 1: Giới hạn lim - + 3 bẩng: 

4 + 3” 


1 b. +00 c. 1 

a. — 

4 


d ,ậ 

4 


Đáp án: c 


VÌ hệ số của sơ số cao nhất của tử là 1 và hệ số của cơ số cao nhất ở mẫu là 1 
nên giới hạn đó bẩng 1. 

. 4.3” +7" +1 

Bai tập 2 : Giới hạn lim-—- băng: 

2.5”+7” 



Đap án: B 


Thật vậy trước khi nhận xét ta có biến đối 


4.3” +7” +1 

n-——— 

2.5”+7” 


4.3” +7”.7 

a-——— 

2.5”+7” 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


VÌ hệ số của sơ số cao nhất của tử là 7 và hệ số của cơ số cao nhất ở mẫu là 1 
nên giới hạn đó bẩng 7. 

_ 4 n+1 + 6 W+2 J 

Bai tập 3 : Giới hạn lim-—- băng: 


d. J 

5 


Đáp án: A 


Thật vậy trước khi nhận xét ta có biến đối 

4".4 + 6".6 2 1: 4.4"+36.6ứ" 

a-—-= lim-—- 


5" + 8” 


5" + 8" 


5" + 8" 


Nhận xét: Cơ số cao nhất của tử là 6 và cơ số cao nhất của mẫu là 8. Nên giới 
hạn đó bẩng 0. 


. 2 n +5 n+1 J 

Bài tập 4: Giói hạn lim-—- bang: 

1 + 5" 

a. 2 1 2 d. 5 

b. — c. — 

5 5 


Đáp án: D 


2 « , cn+1 2 W + 5 5” 

Ta có biến đổi: lim-—-— = lim-—-— 

1 + 5" 1 + 5" 

VÌ hệ số của sơ số cao nhất của tử là 5 và hệ số của cơ số cao nhất ở mẫu là 1 
nên giới hạn đó bẩng 5. 

Bài tập 5 : Giới hạn lim l + -z_ bẩng: 

5"+2.7" 


a. 2 , 1 1 d. 0 

b. — c. 

5 2 


Đáp án: c 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


VÌ hệ số của sơ số cao nhất của tử là -1 và hệ số của cơ số cao nhất ở mẫu là 2 
nên giới hạn đó bẩng . 

• _ 1-2.3” + 6” J_ 

Bai tập 6 : Giới hạn lim--—-- băng: 

2”(3" +1 -5) 


Ta có biển đổi: 


b.ị 

2 


Đáp án: D 


2”(3” +1 -5) 2”(3.3” -5) 3.6”-5.2” 

VÌ hệ số của sơ số cao nhất của tử là 1 và hệ số của cơ số cao nhất ở mẫu là 3 

nên giới hạn đó bẩng ^ . 


Dạng 2: TÌm giới hạn bẩng chứng minh hoặc theo đỉnh nghỉa 

Phương pháp 1: DÙng đinh lí kẹp 

Phát biểu: Cho 3 dãy số (u n ),(v n ),(w n ) . Nếu u n <v n <w n ,\/n và 
\\mu n = lim w n =L=> limv„ = L 

Một sô kiến thức cũ: 

+ -l<sin«<l 
+ -1<CƠSM<1 

Bải tập mẫu 1 : Tính các giới hạn lim 

n 

Hướng dẫn giải 

Ta có nhận xét: 


Nguyễn Quốc Tuấn (Tổng biên tập của Xuctu.com)-090.567.1232 


Trang số 28 









Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại sô' và Giải tích 11 


-1 < sin(3n) < 1 
1 ^ sin(3n) ^ 1 
n n n 


[limí-= 0 

\ \ n) _ lim ỉ!5ÍM = 0 

Ta co: L 1 _ n nên n 
lim—= 0 
l n 


Bải tập mầu 2: Chứng minh rằng: 


Hướng dẫn giải 

Ta co: lim^2 + ^ = lim(-2) + lim^j = -2 + Um[^ 

Thực hiện tương tự bài tập mẫu 1 ta được: 

-1 < cos(3«) < 1 
1 cos(3n) 1 
n 2 - n 2 n 2 

[lĨTIl Í —-V | = 0 

, \ \ n > . limí^ = 0 

Ta co: L 1 _ n nên n 

lim—7- = 0 
L n 

1im f_ 2+ £?ựl'L_ 2 

Do đó: V n ) 


Bải tập mẫu 3 : Chứng minh rằng: lim 



= 1 


Hướng dẫn giải 

Ta có: limí +l| = lim ^— +lỉml = lim ^~^ +1 
[n +1 J n + 1 n + l 

Ta có nhận xét : 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


0 1 <HT< 1 

n + \ n + \ n +1 


lim —- =0 

Ma: _ limfc2Ị = 0 

lim(-L) = 0 nẽn n + ' 


Do đó: [n+1 


Bài tập trắc nghiệm tương tự 


Bài tập 1: Giới hạn lỉm W + sm3n bắng : 

2n + ỉ 


Đáp án: A 


Ta có biến đổi: 


H + sin3« n sin3« 

lim— - — = lim-——+ lim-—— 

2n + ì 2n + l 2n + l 


Mà khi n dần ra +00 thì ta có : ] 2n t 1 2 


sin3n 

lỉm " =0 
l 2n + ỉ 


Bải tập 2: Giới hạn u n = — bầng 


Thực hiện tương tự như những bài tập trên áp dụng đinh lí kẹp 
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Chuyên đề: Giới hạn dãy số- Chương IV: Đại số và Giải tích 11 


Bải tập 3: Giới hạn u n = 2n + cos n bầng : 


2 , 1 c. 0 d. +00 

a. — b. — 

3 3 

Đáp án: A 

Thực hiện tương tự như những bài tập trên áp dụng đinh lí kẹp 


Bải tập 4: 

a. +00 


Giới hạn lim^l-— bầng : 

5 n +COS n 


b. \ 
5 


c. 


2 

5 


d. - 


Ị_ 

5 


Đáp án: c 

Thực hiện tương tự như những bài tập trên áp dụng đinh lí kẹp 

Bài tập 5: Giới hạn u„ = — + bầng 
- • cosn + 3« 2 



Đáp án: A 


Thực hiện tương tự như những bài tập trên áp dụng đinh lí kẹp 

! sin« + cos« _ 

Bải tập 6: Giới hạn u n = - 7-7- — băng 

nsmln 

a. 2 b. V 2 c - 0 d 5 

■ 4 


Đáp án: c 

Thực hiện tương tự như những bài tập trên áp dụng đinh lí kẹp 
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